Temat: Co to jest ukfad réwnan?

Przyktad 1
Podaj trzy pary liczb z, y spelniajace réwnanie 2z + 4y = 20.

Przykladowe pary:

Po wybraniu jako = dowolnej
s S SR : |
Bl B z=10.5 liczby wyznaczamy y, rozwiazujac
y=2a ' y=6 y =475 odpowiednie réwnanie.

Réwnanie 2 + 4y = 20 to przyklad réwnania z dwiema niewiadomymi. Row-
nanie to jest spelnione przez nieskoriczenie wiele par liczb.

Przykiad 2

Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety dwu- 1 pieciozlotowe. Ile
monet dwu-, a ile pieciozlotowych wrzucono, jesli w skarbonce znajduje sie
26 =7

Wprowadizmy oznaczenia niewiadomych: x — liczba monet dwuzlotowych,

y — liczba monet pigeioztotowych.

Aby opisa¢ sytuacje z zadania, potrzebujemy dwdch réwnaii: z +y = 7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 2z + 5y = 26 (w skarbonee znajduje sie 26 z1).
Réwnania te mmsza byé spelnione jednoczesnie — zapisujemy to, laczac je

klamrg:
r4+y="T
{ 2x + 5y =26

Ustalmy najpierw, ktore pary liczb spelniaja pierwsze rownanie. Liczby mo-
net x 1 y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem réwnanie
x4y = 7 spelnia szes¢ par liczb:

=1 =2 =3 r=4 rT=2>5 r==~6
y=6" |y=5" |y=4" |g=38" |y=2" |¥=1

Sposrod nich tylko para { > j spelnia drugie réwnanie 2x + 5y = 26.
. : ,y r+y="1 :
Zatem jest ona rozwiazaniem ukladu rownan . czyli do skar-
2r 45y =26

bonki wrzucono 3 monety dwuzlotowe 1 4 monety pieciozlotowe.

Ukladem dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi (Iub krétko: ukltadem réw-
nan) nazywamy dwa réwnania jednoczednie rozpatrywane, opisujace zwiagzek
miedzy tymi dwiema niewladomymil. Rozwiazanie ukladu réwnan to para
liczb, ktora spelnda jednoczesnie oba réwnania.

dr 4+ 3y =10
—r+ 2y =14

==l r=-2
Al B.

A. Podstawiamy do rownan ukladu z =11y = 2.

Sprawdz, ktora para liczb spelnia uktad réwnan

Przykiad 3 {

4.143-2=44+6=10 Spelnione pierwsze rownanie.
—14+2.2=3+#£14 Drugie rownanie nie jest spelnione.

Zatem para r = 1, y = 2 nie spelnia podanego ukladu réwnan.

B. Podstawiamy do réwnan ukladuz =-21y =6.
4.(-2)+3.6=-8+18=10 Spelnione pierwsze rdwnanie,
—(-2)+2-6=2+12=14 Spetnione drugie réwnanie.

Zatem para x = —2, y = 6 spelnia podany uklad réwnan.



Zadania

z=72
1. Sprawdi, czy para liczb { 3 spelnia podany uklad réwnarn.
y = —
} 5S¢ — 2y = 16 ) 2+ gy =3 ) tr—iy=21
a e e
Te—y=1T —rx—y=1 %’—14_%1:%
b) —;1'—23;:7 ) —;J‘:—i-%y:Q 0 %I—l—%y:U
oy =11 f-fe=1 st
2. Sprawdz, ktora z podanych par liczb spelnia uklad rownan.
3r+4+2y=-8
—bx — by =11

ai=—2 = —4 r=—0 r=—8
A, B. C. D.
y=-1 y=2 y=5 y=8
3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spetniajace rownanie.
a) 3z +2y =17 b) 3z +4y =17 c) 2z 44y =17

4. Do danego rownania dopisz takie drugie, aby utworzony uklad rdwnan byt

spelniony przez podana pare liczb.

e B L
a) dz 4+ 3y=14,{"°" " ¢) de—Oy=-1,{ "2
y=-2 y=3
b) 3¢ — Ty = 6, d) 12z + Ly = 10, E
y=_3 3 y=—3

5. Zapisz podane informacje w postaci ukladu réwnar.
a) Liczba x jest o 8 wigksza od liczby y. Liczba y jest pigciokrotnie mniej-
sza od liczby .
b) Suma liczby = 1 podwojonej liceby v wynosi 10. Polowa liczby x jest
rowna .

6. Zapisz podane informacje w postaci ukladu rownan.

a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
liczby b, to otrzymamy 4.



Temat: Rozwigzywanie uktadéw réwnan metodg podstawiania.

Jedng z metod rozwiazywania ukladéw rdwnan jest metoda podstawiania.
Przyktad 1

- o JE=H=S o
Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.

de+oy=3

Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedna z niewiadomych. To,
ktora niewiadoma wyznaczymy, nie ma wplywu na ostateczne rozwigzanie
uktadu réwnan.

E
I = 3?;' +a Wyznaczamy niewiadoma r 2 pierwszego réwnania.
dr 4+ 53,’ =3 Drugie rdwnanie przepisujemy bez zmian.,

W miejsce r w drugim réwnaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzieki czemu
otrzyvmujemy réwnanie z jedna niewiadoma.
t 4 = » o e T e 1. — r " H
T = 31,; +5 Pierwsze rownanie przepisujemy bez zmian.
Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
= Bap — T E : « =l L
4(3y + |J) + Uy S 3 W mig)sce r w drllg'l'[]l DOWTLATIIL.
r=3y+5

lgy 4+ 204 53,’ =3 Rozwigzujemy drugie rownanie
z niewiadoma y.

r=3y+5
17y=—17 /: 17

{
{
o
{
{

3 1 i Podstawiamy wyznaczona wartosé y
=i ) +9 do pierwszego rdwnania
y=-—1 i obliczamy niewiadoms .

T

r=2 Otrzymana para liczb jest jedynym
y=—1 roewiazaniemn ukladu réwnan.
Aby przekonaé sie, czy nie popelnilismy bledu. mozemy sprawdzié otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do uktadu rownan:
g {_1) =24 3=15 Spelnione pierwsze rownanie.
4-24+5. {:_1} =8 _-5=3 Spemione drugie réwnanie.
Zatem otrzymana para liczb jest rozwiazaniem tego uktadu réwnan.
W wyniku przeksztalcen réwnafn ukladu w kolejne rownowazne rownania
otrzymujemy réwnowazne uklady réwnan, czyli takie, ktdre maja to samo
rozwigzanie (sa spelnione przez te sama pare liczh).

Przykiad 2
dr+y=6-—2y

Rozwiaz uklad rownan metods podstawiania.
y—xz=2+4y

Zaczynamy od doprowadzenia obu réwnan do prostsze] postaci — takiej, w kto-
re] niewiadome znajduja sig po jedne] stronie réwnarf.

dr+3y=6 B T e T y : =
Wybierajac rownanie. z ktdrego wyznaczymy niewiadoms,
y—xr= ¥ kierujemny sie przede wszystkim latwoscia obliczef.
dr+3y=6 . o
Wyznaczamy niewiadoms y
Y=+ 2 z drugiego rownania.

dr+3(z+2)=6
Podstawiamy wyrazenie r + 2
y== +2 W IMiejsce [ W PIErWSEYI row naniu.



dr4+3x+6=0 Rozwiszujemy pierwsze réwnanie z niewiadoma .

Wyznaczong wartode niewiadomej »
Y= 0+2 podstawiamy do drugiego réwnania.

Para liczb x = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego uktadu réwnan.

Przyktad 3

3 w1l
Rozwiaz uklad rownan B ? metods podstawiania.
2r+y=1

Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego réwnania do prostszej postaci, a na-
stepnie rozwiazujemy uklad réwnan metodsa podstawiania.

oz y=2-7
2r+y=1 2e+2x—-T=1
y+3=2(x4+1)-6 y=2r—7
r+y=1 dr=38/:4
y+3=2z+2-6 y=2x—T7
r+y=1 r=2

y=2r 1T y=—3
2r+y=1 =i

Zatem rozwigzaniem ukladu jest para liczb: z =2, y = —3.



Nie kaidy uklad réownan ma rozwiazanie. Na przyklad uklad réwnan:

z+y="T

r+y=2=8
nie jest spelniony przez zadna pare liczb. (Jesli suma dwoch liczb jest réwna 7,
to nie moze byé¢ jednoczesnie réwna 8). Zauwazmy, ze rowniez uklad réwnan:

r—y=2
2r—2y="7
nie ma rozwiazania (dlaczego?).

Przykiad 4

o . . Jz—2y=3 s
Rozwigz uklad réwnan Y metods podstawiania.
—2z4+4y="
z=3+2y W yEnACEAImY |uctw1_:n']13.1n:g T % plerwszego réwnania.
Podstawiamy wyrazenie 3 + 2y w miejsce T
—2(34+2y) +4dy="7 w drugim réwnaniu.
r=3+42y
—6—dy+4dy=7
r=3+42y _— oy —_—
: Drugie rownanie jest sprzeczne — nie jest

Oy =13 spelnione przez zadna wartosé niewiadomej y.

Zatem zadna para liczb nie spelnia danego ukladu rownan.

Uklad réwnain moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan. Np. uklad réwnan:

r+y=2
e+ 2y=4
spelnia kazda para liczb r, y. ktérych suma jest réwna 2.

Przykiad 5

oz P L | br—2y=12 = i
Rozwigz uklad rownan metoda podstawiania.
—3r+y=-06

3r— y= G Doprowadzamy pierwsze rownanie do prostszej postaci.
Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.

y=3zr—6

Qr — (31. o ﬁ} —6 Podstawiamy wyraienie 3r — 6 w miejsce y
w pIErwsZym rownanit.

y=3z— 6

{31‘—3:::—!—6:6

y = r_6 Réwnanie Or = 0 (mozemy je rowniez zapisaé 0 = 0)
b jest zawsze spelnione, niezaleznie od tego, jaka wartosé
| wstawimy w miejsce niewiadome) x.
Zatem o liczbie rozwiazan ukladu decyduje tylko
Y= 3r— 6 drugie rdwnanie, w ktorym wystepuja obie niewiadome.

Réwnanie y = 3x — 6 jest spelnione przez nieskoficzenie wiele par liezb, co
oznacza. e uklad réwnan jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb,

Hiiai liczh r=10 =1 =12 =05
np. speluiaja go pary liczb: gl N gend® Yt Vg

Uktad réwnan z dwiema niewiadomymi 1 y:

ar+bhy=e pdziea #0lubb £0
sz + by = ¢y pdzie oy # 0 lub by # 0

nazywamy ukladem réwnan liniowych.



Definicja

Uktad réwnan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-
zywamy ukladem oznaczonym.

Uklad réwnaf liniowych, ktory ma nieskonczenie wiele rozwigzan, nazy-
wamyv nkladem nieoznaczonym.

Uktad rownan liniowych, ktory nie ma ani jednego rozwiazania, nazywamy
ukladem sprzecznym.

Zadania

1. Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.
{:+6=31+y {—21‘:3y—2 {I—3y=1—.r—y
a) c e

4d=x—-2y+5 y—br=—6 0.2r + 0.1y =-0,1

3z —2y=1 2z — 3y=0,7 0,4x — 0,3y = -2
b) . i R o

2e+y=10 r+dy=253 1,62 + 1,5y =46

2. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

a) r—y)—4d(z—y)=-5 a) 3—2(y—4x)=4(1—z)— 19
6—x=2(x—3y)— 18 —32z—y+1)=—-2y+26

b) br— (2y—3x)=Ty—90 ) 4(3x - 05) —5(y+05) =9
e
-3z +8=-2(z—2y-19) —2r—5(y—25)=—0y+5.5
) r—2(3-2(z—y)) =23 y r—1)—2(y-05)=7
¢ 6+5(1-3y—=x))=20x+1 3(x—2)+5(y—15)=135
3. Czy rozwigzaniem ukladu réownan jest para liczb caltkowitych?
i = 2z _ gt
a) 2 3 1 &) F] ]
—3r—y=>5 : %E=T—+fﬂ
ZL 1 6y=3 ET REL S|
bj 5 L] d:] 22 31
z—by—1=2y - =2

4. Sprawdi, ile rozwigzan ma podany uktad réwnan.
{2(3:—3_?;]—!—3{:{‘—2_1,!}:1 0 {:-7(y-1}=—2{§+-.r)
Sr—2y=4A(y+1) —2(1-2z-y)=1—z—5y
b) {2(I—2y]—2{y—r+1.5) =5 4 {3{1-:) _5(2—y)=5
= 03y=10 0,2(2-3z)+y=108
5. Rozwiaz uklad réwnan.
(x+2)7+2y=x+ 15+ (z—2)(z +2)
{I+(y— 1) =1- (V3-y)(y+V3)
{r(l —2z) —y(1—y) = (y — V2z)(y + VZz) + 3
2r — (2y— 1)? + 164 = (2y +3)(3— 2y)
6. Sprawdz, czy uklad rownan jest oznaczony, nieozZnaczony, CZy Sprzecziy.

2r43y="T dr—y=2 y—x==8
a) gy b) 7 b L c) ; = i
2r+3(y—2)=1 sy=2(x-1) r+4=2(y—2)



Temat: Rozwigzywanie uktadéw réwnan metodg przeciwnych wspdtczynnikow.

Inna metoda rozwiazywania ukladdw réwnan jest metoda przeciwnych wspol-

czynnikow.

Przyktad 1
T+ 3y=—-4

Rozwiaz uklad rownan metoda przeciwnych wspoélezynni-
—x + b6y =13

kéw. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.

Zauwazmy, ze wspolezynniki przy niewiadome] x sa liczbami przeciwnymi
(11—1). Aby zredukowaé taka niewladoma, wystarczy dodac¢ oba réwnania
stronami — otrzymamy réwnanie z jedng niewiadoma y.

r+3y=—4
+ | —r+6y=13

Tr—x 4 31_; + ﬁy =—44 13 Dodajemy rownania stromami.
Niewiadoma r zostala zredukowana.
Oy=9

g =
Wyznaczons wartosé niewiadomej y podstawiamy do jednego z réwnan wyj-
gciowego ukladu, na przyktad do réwnania = 4+ 3y = —4. Otrzymujemy:
y=1 o o —
Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w réwnaniu
z+3-1=—4 T+ 3y = —4 i obliczamy niewiadoma. .

Stad otrzymujemy jako rozwigzanie uktadu réwnan pare liczb:

E ey
ot
Sprawdzenie
TRl =-TFE83=—4 Spelnione pierwsze rdwnanie.
{ —[—7) +6:-1=7T+6=13 Speknione drugie réwnanie.
Czasami zanim dodamy rownania stronami, musimy najpierw pommnozyé obie

strony jednego réwnania (lub obu réwnari) przez taks liczbe (lub liczby), aby
wspolezynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byly liczbami

przeciwnymi.
Przykiad 2
o ; | hr+dy =6 : . -
Rozwigz uklad rownan 9 q metods przeciwnych wspolezynnikow.
Zr+y=

Wspdtezynniki przy zadnej z niewiadomyeh nie sa liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztaleimy zatem jedno z réwnan tak, by otrzymaé przeciwne wspotezynniki
przy niewiadomej y.

Sr+dy =46
2r+ y=23 / - (—4) Mnozymy obie strony drugiego rdwnania preez —4.
S + 43; =6 Dodajemy rownania stronami i wykonujemy
+] —8z— 43; —_19 redukcje wyrazow podobnych.
br—8zx=6-—12 Niewiadoma y zostala zredukowana.

Rozwigzujemy réwnanie z niewiadoma
—3z =06, stad z = 2.

Wyznaczona wartos¢ niewiadomej = podstawlamy do rownania 2z + y = 3.



w=12
2-24 y= 3 Podztawiamy liczbe 2 w miejsce © w rownaniu 2z +y = 3.

=2
g==1

Otrzymana para liezb = = 2, y = —1 jest rozwiazaniem podanego ukladu.
Przyktad 3
2r4+3y=2
Rozwiaz uklad rownan T metoda przeciwnych wspolezynnikow.
br+Ty=4

Rozwigzanie ukladu réwnan rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z réw-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymaé przeciwne
wspotczynniki.

2r+ 33,' =2 f <5 Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez 5,
: i 9
5zt 73,' — /- {_2) a drugiego preez —2.

Dodajemy rownania stronami,
Y= 2 Niewiadoma r zostata zredukowana.

2r+3-2=2 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce y w drugim réwnaniu.

y=12
{2 Otrzymujemy nowy, réownowazny uklad rownan.

Zatem rozwiazaniem ukladu réwnan jest para liezbh: r = -2, y = 2.



Temat: Rozwigzywanie uktadédw réwnan.

Przykiad 4

5(z — =202
Rozwiaz uklad réwnan {"(I )+ 2z +y)

5
Az —1)=y+1

Rozpoczynamy od doprowadzenia rownan ukladu do najprostsze] postaci.

R — -5.1; +5=4r+ Qy Redukujemy wyrazy podobne. Niewiadome
zapisujemy po lewej stronie kazdego réwnania.

2r—2=y+1

r—Ty=-5
2r—y=3

Otrzymany ulktad réwnan mozemy rozwiazac jedna z dwéch metod.

Metoda ) Metoda przeciwnych
podstawiania wspdlezynnikow
r=—5+"Ty z—Ty=—5 {-(=2)
2(-5+Ty) —y=3 2r—y=3
z=-5+Ty —2z 4+ 14y =10
T=—5+Ty 13y=13/:13
13y=13/:13 y=1
r=-5+Ty y=1
y=1 2r—y=3
r=-547 y=1
= 2r_1=13
=72 y=1
y=1 =2

Rozwiazanie nkladu réwnan nie zalezy od:

« wyboru metody rozwiazywania,

«» kolejnogel rownan w ukladzie — mozna ja zmienic¢ na kazdym etapie rozwia-
ZyWAnNla.

W przyvpadku metody podstawiania rozwigzanie ukladu réwnan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej 1 tego, z ktérego réwnania ja wyznaczamy.
W przypadku metody przeciwnych wspélezynnikéw rozwiazanie ukladu réw-
nafn nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktorg redukujemy.

Rozpatrywane poprzednio uklady rownan byly ukladami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwiazywanie metoda przeciwnych wspolezynnikow ukla-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przykiad 5
i ;o | 3T—2y=4
Rozwiaz uklad rownan 7
3r—2y=4
—r 4+ %y =1 ,a" -3 Mnozymy obie strony drugiego réownania preez 3.

Jr—2y=41
+ | 3zx+2y=23
Dodajemy rownania stronami. Obie niewiadome zostaly

Ox + ﬂy =7 gredukowane. OtrzymaliSmy réownanie spreecane.




Réwnania Oz 4+ Oy = 7 (mozna je zapisaé¢ w postaci 0 = 7) nie spelnia zadna
para liczb z 1 y, zatem uklad réwnan jest sprzeczny.

Przykiad 6

—Sr 4 dy=—4
Rozwiaz uklad rdwnan B I‘g
—5z + %y =4 ;’l -3 Mnogymy obie strony plerwszego rownania praes 3,
3%3: _ é.ﬁ" -3 f‘ .4 a drugiego przez 4.

—15x 4 2y = —12
+ 16e — 2y =12

Dodajemy rownania stronami. Obie niewiadome zostaly
Oz + Uy =1 rredukowane. Otrzymalismy rownanie tozsamosciowe.

Réwnanie Oz + Oy = 0 (mozna je zapisaé w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb z 1 y. Wyjsciowy uklad réwnai jest rownowazny nieoznaczonem
uktadowi réwnan:

Ox+0y=0
15z — 2y =12

Uktad ten jest spelniony przez nieskorficzenie wiele par liczb, ktore spelniaja
drugie réwnanie. Jego rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci:

zeR
y=%1—6

1. Rozwigz uklad réwnail metods przeciwnych wspolezynnikow.

T—y=2 -2z 4+3y=5 ) 2z 4+ 3y=15
i 2z +y=13 ) Gr—8y=3 ‘ 2(2z +3y) = 30

Zadania

3z—4y=15 4 3z —5y=35 : 0z+y)=2-2y
Tr+2y=1 —Adr+2y=-T r+2y=46

2. Rozwigz uklad réwnaifl.

1 ) Pt |
2) @ +qy=qr—1
—tr+sy=3y+3

02(x+2y) — 0.3(2x — y) = 3.5
2z +y)—(z—-2)=2y+2
0.01(4z — y) = 0,01y + 0,02

b:] %{:E—q):%(.’!‘-[—y)
0.6(y—x) =01(y +2z +1)

%:c— %{:y +3z)=—4

3. Rozwigz uklad réwnan.

" {5(y+2]+$=3:r+y {2[m+l}=3{y—l}+13

%:1:4-1

b) {3.1:—3,1:5 5

z+1){z+1)—y=x(z+1)

PRI
o f)



