Temat: Zdarzenia losowe.

‘ monetg czy rzut kostka to przyklady doswiadczen losowych, czyli takich
doswiadczen, ktérych wyniku nie mozemy przewidzieé. W przypadku jedno-
krotnego rzutu monetg mozliwe wyniki to orzel lub reszka. W przypadku
Jjednokrotnego rzutu kostka mamy sze$é mozliwych wynikéw: 1, 2,-3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszezegblne wyniki do§wiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbiér — przestrzenia zdarzen elementarnych lub krétko prze-
strzenia. Zgodnie z tradycja przestrzen zdarzef elementarnych oznaczamy
- grecka wielka litera omega — €2, a pojedyncze zdarzenia elementarne — matg

litera omega — w.

Przykiad 1

a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: Q = {o, 7}, gdzie o ozna-
cza otrzymanie orla, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzefi elementarnych rzutu kostka: Q = {1,2,3,4,5,6}.

¢) Przyjmujemy, ze przestrzenia zdarzeri elementarnych w do$wiadczeniu po-
legajacym na rzucie najpierw moneta, a nastepnie kostka, jest zbiér:

Q= {(r,1),(r,2),(r,3),(r,4),(r,5),(r,6),(0,1), (0,2), (0, 3), (0,4), (0,5), (0,6)}.
DEFINICJA

Zdarzenia losowe, zwane krétko zdarzeniami, oznaczamy wielkimi literami: A,
B. € itd:

Zbiér € nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbiér pusty nazywamy
zdarzeniem niemozliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy-

jajacymi zdarzeniu A.

Zdarzenia losowe sg zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywaé takie same

dziatania jak na zbiorach.
Niech A, B C Q.

Suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B,
ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace A lub B.

Tloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie
AN B, ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia ele-
mentarne sprzyjajace jednoczeénie A i B.

Réznicg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\ B,
ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace A i niesprzyjajace B.




Moéwimy, ze zdarzenia A i B sa rozlaczne lub wykluczajg sie, jesli czeéé
wspélna A N B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym (AN B = ().
Zdarzenie A’ = Q \ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.

Zauwaz, ze ANA' =0 oraz AU A" = Q.

Zadanie 1 Rzucamy trzy razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A — suma wyrzuconych oczek jest réwna 17,
B - suma wyrzuconych oczek jest nie wieksza niz 6,
€' - iloczyn wyrzuconych oczek jest ré6wny 36.
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Zadanie 2 Z urny, w ktorej jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno,

bez zwracania, dwie kule.

a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — za drugim razem wylo-
sowano liczbe parzysta, B — iloczyn wylosowanych liczb jest réwny 4,
(' — pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugiej.

b) Wyznacz zdarzenia: AUB, ANB, BNCiANBNC.
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Temat: Prawdopodobienstwo klasyczne (1 2).

Rzucajagc kostka, mozemy otrzymac jeden z wynikéw nalezacych do zbioru
0 ={1,2,3,4.5,6}. Przyjmujemy, ze kostka jest symetryczna (wszystkie wy-
niki pojawiajg si¢ réwnie czgsto), zatem prawdopodobienstwo otrzymania kté-
regokolwiek z wynikéw jest réwne }5. Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wy-
rzuceniu parzystej liczby oczek. Zauwazmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy

wyniki: 2, 4 1 6. Zatem prawdopodobiefistwo tego zdarzenia jest réwne % = %

Jezeli wszystkie wyniki do§wiadczenia sa jednakowo prawdopodobne (zdarzaja
sig réwnie czesto), méwimy, ze mamy do czynienia ze schematem (prawdopo-
dobienstwem) klasycznym. W takiej sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego
zdarzenia A zawartego w przestrzeni (2 okre§lamy nastepujaco:

DEFINICJA

Jezeli Q jest zbiorem skoniczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem
zdarzenia A C £ nazywamy liczbe:

P(A) =

QA Al

Przyklad 1
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wiekszej od 10 w dwu-
krotnym rzucie symetryczna kostka.

Q={(1,1), (2,1), (3,1), (4,1), (5,1), (6,1), Przestrzen zdarzen elemen-
(1,2), (2 2) (3,2), (4,2), (5,2), (6,2) tarnych ma 36 elementéw:
(1,3). (2.3). (3.3), (4,3). (5,3), (6,3), 5 _ 36 ~
(1,4), (2, )~ (3.4), (4,4), (5.4), (6,4),

(1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5),
(1,6), (2,6), (3.6), (4,6), (5,6), (6,6)}

Zdarzenie, ktérego prawdopodobienistwo cheemy obliczy¢, ma 3 elementy:
A=1{(5,6),(6,5),(6,6)}, stad A =3
g i

Zatem: P(A) = % =5

o[ N]

Przykiad 2
Rzucamy trzy razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego,

ze wypadnie mniej orléw niz reszek.

Q = {(0,0,0),(0,0,7),(0,7,0),(r, 0. o), (o.,7),(r,0,7), (r,7,0). (1,7, r)}
Zatem Q = 8. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na otrzymaniu mmicj-
szej liczby orléw niz reszek:

A= {(o,7,1),(r,0,7),(r,1,0), (7,7 r)}

1

3

PIES

Zatem A =4 i stad P(A) =

Qe



ZADANIA

1. Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zda-
rzeniom:
A — wypadly co najmniej trzy orly,
B - liczba orléw jest réwna liczbie reszek,
C — wypadla parzysta liczba reszek.
Ktére z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

2. Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:
a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wigksza od liczby oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie,
b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznig sie co najwyzej o 1.

3. Rzucajac czworoécienna symetryczng kostka, mozemy otrzymac jedna
z liezb: 1, 2, 3 lub 4 (podana przy wierzchotku kostki).
a) Gracz rzucajacy dwukrotnie taka kostka ' ’
wygrywa, jesli suma wyrzuconych liczb jest
wieksza od 5. Wypisz wyniki sprzyjajace wy-
granej i oblicz jej prawdopodobienstwo.
b) Gracz rzucajacy trzykrotnie taka kostka
wygrywa, jeéli suma wyrzuconych liczb jest
nie mniejsza od 10. Oblicz prawdopodobien- ’ ’
stwo wygranej.

4. Oblicz prawdopodobiernistwo tego, ze przy trzykrotnym rzucie symetryczna

'Ui

moneta orzel wypadnie co najmniej dwa razy.

a) Ze zbioru {1,2.3,4,5.6,7,8,9,10} losujemy jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie ona podzielna przez 3.

b) Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania ze zbioru liczb dwucyfrowych
liczby podzielnej przez 3.

¢) Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania ze zbioru liczb trzycyfrowych
liczby podzielnej przez 5.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania spo$réd wszystkich liczb dwu-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 11, b) 6.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposréd wszystkich liczb trzy-
cyfrowych liczby, ktorej suma cyfr jest réwna: a) 2, b) 3.

Na loterii jest 60 losow, w tym 12 wygrywajacych. Kupujemy 1 los.

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego. ze bedzie to los wygrywajacy.

b) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to los wygrywajacy, jezeli
przed nami kupiono juz 4 losy i byly to losy wygrywajace.

Na pewnej loterii jest 5 loséw wygrywajacych. Kupujemy 1 los. Ile po-
winno by¢ wszystkich loséw na tej loterii, aby prawdopodobiefistwo tego,
ze kupimy los wygrywajacy, bylo wieksze od 0,27
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Temat: Wtasnosci prawdopodobienstwa (1 2).

TWIERDZENIE

=
Niech £} bedzie zbiorem zdarzen elementarmych, na ktérym zostalo okre-
Slome prawdopodobienstwe P. Wowezas dla dowolnyeh zdarsen A, B < (1t

1. P(A) > 0 oraz P(A) < 1, 3. jedli A C B, to P(A) < P(B),
2. P(0) = 0 oraz P(Q) = 1, 4. P(A) = 1— P(A).
Przyklad 1

Reucamy trzykrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze przynaj-
mniej raz wypadnie orzel.

TQ = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu przynajmniej
jednego orta w trzech reutach. Rozpatrzmy zdarzenie A" przeciwne do zda-

rzenia A. Polega ono na wyrzueaniu samych reszek: A" = {{r,r,r]}. Zatem
A =1, czylic _
Ar
PA) ===1
i1 8
Stad:
P(A)=1-PA)=1-1=1

TWIERDZENIE

Niech £ bedzie zhiorem zdarzes elementarnych, na kedrym zostalo okre-

Slone prawdopodobiefistwo F. Wowezas dla dowolnych zdarzet A, B
PlAUB)=FP{A)+ P(B)—P{AnB)

TWIERDZENIE
Niech £ bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostalo okre-
slone prawdopodobiefstwo P. Wawezas jesli zdarzenia A4 1 B < 2 wyklu-
czaja sie (AN B = §), to:

P(AUB) = P(aA)+ P(B)

TWIERDZENIE

Niech 0 bedzie zhiorem zdarzeh elementarnych. na ktérym zostalo okre-

slone prawdopodobienstwo P. Wiwezas dla dowolnyeh zdarzed A, B ¢ &
P(A\B)=P(A)— P(ANB)

LADANIA

1. BRzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie 4 polega na tym, e w kagdym
rzucie otrzymamy inna liczbe oczek, a zdarzenie B — #o ani razu nie otrzy-
mamy szostki. Podaj opis zdarzenia A’ oraz zdarzenia B'. Oblicz prawdo-
podobiefistwa edarzef: A, 4, B'1 B.

2. Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobiefstwa zdarzefi: 4 —
suma oczek, ktdre wypadna w obydwu rzutach, jest réwna co najmniej 4,
B — iloczyn oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25,

3. a) Hemeamy crerokrotnie monety. Oblliex prawdopodobefistwo tego, 4o

reszkn wypadnie co najwyvie] tray razy.
b} Rzucamy pigciokrotnie monety. Oblicz prawdopodobiefnstwo tego, 2o
moneta nie upadnie pled rey G sama strong do gicy.

4. Rzucamy trevkrotnie kostly. Oblice prawdopodobiefistwo tego, &
a) sosthn wypadnic co najwydej dwa rasy,
b} ta sama liczba oczek nie powtdrzy sip treykrotnie,

5. Z liexb od 1 do 20 losowo wybleramy jednn
liczbg. Niech A conacza adarzenie polegajace

na wylosowanin liczby podielne] prece 2, a B
podzielne] praoz 3. Preorvsuj do zoszyviu

| mrupednij diagram, a nastepnie podaj: #(A),
P(B), P(ANB) i P(AuB). == == I
Sprawdi prawdziwost réwnodci: PlAU H) = PlA) + P(B) - P(An B).




6. a) Losujemy jedng lexbe spodrad: 1,2, 3, ... .50, Oblicz prawdopodobleni-

7.

stwo tego, 2o Hezha ta jest podzielnn proee 2 lub proez 3.

b} Losujemy jedng licebe sposrdd: 1,2, 3, . ., 100, Oblicz prawdopodobied-
stwo Logo, 2o lezba ta jest podzielna preee 2 lub preez 5.

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen:

A - w obu rzutach otrzymano parzysta liczbe oczek Iub obie otrzymane
liczhy oczek sq wicksze od 3,

B — iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub wigkszy od 24.

Z ankiety dotyczaee] znajomoscl jezvka francuskieg‘ﬂ i hiszpanskiego prze-
prowadzone] w pewnej grupie uezniow w'm.lka a2 % & nich zna jezyk fran-
cuski, 4 — zna oba jezyki, natomiast & - zna co najmniej jeden z tych
jezykow. Oblicz prawdopodobiefstwo t.ego_ 2e uczen losowo wybrany z tej
grupy zna jezvk hiszpanski.

Niech A, B < ). Oblicz P(AU B) oraz P(A\ B), jesli:

a) P(a}=3, P(B)=%, FlanB)=1,

d' [
b) P(4) =, P(B)=%, P(AnB)=4.

1z

10. Niech A, B . Oblicz P(AN B), jedli:

11.

12

13.

L

PlA) = =1
PB) =g =1
PlANB) =4

a) P(A) =05, P(B) =061 4 U B jest zdarzeniem pewnym,

b) P(A)=1, P(B) =31 P(ANB)=4iP(AUB).

a) Uzasadnij, ze jedli B A C @, o P(A\ B) = P{A) — P(B).

b) Niech B < A < . Oblicz P(A Y, B), jesli P(A) =095 i P(B) = 0.48.

Przeczytaj podany w ramee prayvkiad.

Cey edarzenia A, B < ( moga sie wykluczad, jesli P(A) = 21 P(B) = §7

Dla zdarzed wykluczajaceveh sie spelniony jest warunek:
P(AuB)=P{A)+ P(B)

Zatem P{AUHB) =1 +2 = { = L. Z otrzymane] sprzecznosci wynika,

2e zdarzenia A i B nie mngq.al@ wykluczas,

Czy zdarzenia A, B C (0 mogs sie wykluczad?
a) P(A)=%. P(B)=1 b) Pla}=2, P(B)=1%

W ankiecie przeprowadzone] wirdd 200 uceniéw klas trzecich pewnego
liceum otrzymano nastepujace wyniki:

- matematyke Tubi 100 uczniow,

— historie lubi 90 ucznidw,

— biologie lubi 35 ucznidw,

— matematyke i historie lubi 25 ucznidw,

— matematyke i biologie lubi 15 ucznidw,

— historig 1 biclogie lubi 20 uczniow,

— matematyke, historig i biologie lubi 5 ueznidw.
Przerysuj przedstawiony obok diagram do we-
szytu i go nzupelnij. Oblice prawdopodobiefi-
stwo tego, Ze losowo wybrany uczen nie lubi

zadnego & wymienionych przedmictdw.

G-6t=38

A' - suma oczak, ktdre wypadng w obydwu rzutach jest mniejsra niz 4
= {(L,13,(1,2), (2 1)), T =3, cyli PA} = & = L

EMP{AJ_]—P{A’}_I—E—%

— iloceyn oceek, ktore wypadna w obydwu reatach jest nie mnisjszy niz 26
B = {{5.5).(5.6), 65,068 F =4, ol P(F)=2=1
Zatem P(B)=1-P(B)=1-1=3.

PlAuB) =2




L=P (rupy P(R) t P(B)- P(Ank) =P
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Temat: Prawdopodobienstwo warunkowe.

Przyklad 1

Brucamy dwa razy kostka, Oblicz prawdopodobienstwo tego, &e S0MA OTrEy-
manych ovzek:

a) jest réwna 11,  b) jest rowna 11, jesli w plerwszyvm rzacie wypadlo 5 oczek.

a) 1= {(1,1),(1,2).(1.3).....(6,6)}, zatem I = 36.

MNiech A oznacza zdarzenie polegajace na wyrzncenin sumy oceek rownej 11,
Zdarzenin A sprayjaja dws wyniki: (5,6) 1 (6,5), zatem P(A) = & = .

h) Niech B bedzie zdarzeniem polegajacym na wyrzuceniu 5 oczek w plerw-
sgvm rancie: B = {(5,1),(5,2).(5,3),{5.4), (5,5), (5,6}, Sposrdd tych gda-
reefl elementarnyeh jedynie wynik [5,6) daje sume oczek rdwng 11. Mozeny
to zapisad nastepujace: ANB = [(5,6]}, Zatem szukane prawdopodebienstwo
jest rowne;

ANE _ 1
F @

Wyrgucenie § oczek w pierwszym rzucie pwiekssa wise sgansg uzyskania sumy
11 oezek w obydwo reutach kostha,

Prawdopodobienstwo zdarzenia A, gdy wiemy, 2o zaszlo zdarzenic B, nazy-
wamy prawdopodobiefistwem warunkowym | oznaczamy Pl A[B). Lauwag, do
w schemacie klasycanym mamy PA|B) = %. Zatem:
_AnB _ %" _ P{AnB)
P(A|B) = === ? = ~FTB]
DEFINICIA

Niech A, B ¢ 21 P(B) = 0. Prawdopodobieistwo zdarzenia A pod wa-
runkiem, e zaszlo zdarzenic B, okreslamy weorem:

P(ANB)
P{A|B)= “FE]
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
fi=6=2 Rzucamy dwukrotnie kostky. Oblice prawdopodobienstwo tego, @e suma wy-

A - suman wyrzuconych oozek o ennvech oczek:

Jewt muieiees od 19 a) jost mniejiza od 10,
a) A" - wima wyrzuconych
oczel jest rdwma nie mniej

nis 10 c) jest mniejsza od 10, jefli w pierwssym rzucie wypadlo 1 oczke,
A'={{4,), (5,5),(3,86),
(6,4), (6,5}, (6. 6)) b} B - w pierwssym reucke wypadio B oceek
Fid)=1-F{A')= AN 7 - suma wyrsuconyeh oczek jest mnjejsza od 10 7 w pierwszym rsucie
=1‘%=ﬂ wypadlo § oceek
An 8= {5, 1), (5;2), (6,3 (5,4}
PAB) =4 = |

e} 7 - w plorwssym reucie wypadio | oczko

b} jest mniejsza od 10, jedli w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek,

ANC —suma wyrsuconych oceel jest moiejeza o 10 1 w pisrwsaym reucie

wypadio 1 oezko
PAC = § =1



Frzyklad 2

W ournie jest ¥ kil niebieskich | 4 ezerwone. Losujemy # niej kolejno, bes
reracania, dwie kule, Nlech A venaczs zdarzenie polegajace na wylosowaniu
za drugim razem kull czerwonel, a B - pa wylosowanin za pierwsgym razem
bl miehioskiej. Obliez P{A|B).

Drzewo obok jest ilustracig tego dedwindezenia. Jedi za

plerwszytn rnzem wycingneliémy kule niebieska, 1o w urnie & T
pozostalo 6 kal niebieskich i 4 czerwone. Zatern:

F"[’A{.E]=%=% \_1_ ?1"
Galg# gaznaczona kolorem ezerwonym preedstawia iV R 1‘»/\1‘11
1en etap dofwiadezenia, ktdry nas interesuje, < > & L

Cwiczenie 3

Na wgzaminie nalezy wylosowad 3 patania 2 10. Stident potrafi odpowiedzies
na T pytan, Zda egzamin, jedli odpowis na co nejmnie] 2 pytania. Oblicz
prawdopodebiefistwo tego, de student zda egzamin, jesli na pisrwsee 7 wyloe-
sowanych pytaf: a) potrafi odpowiedzied, b) nie potrafi odpowiediies,

Cwiczenie 5 Cwiczenie 5 11 sposdh

1 spasab

A = student dda egzamin

a) B'—na plerwezn pytisnie po-
trafi odpowieceiad
B=7-9-%

AR B = T63+736+T65 =
= T=G-11

PlAB) =St =1

b} 7 - i plerwsese pytanie nie
potrafi odpowiedaied

E'!l 3.9.8

ANC=13:746

PAIC=84=%

A - student ada egznmin

a) B ~ na pierwsze pytanie potrafi odpowiodsied:

Studemt musi odpovdiedsied nn co najmnief jedno ® dwich wvlosowanveh pytad, przy
czvm na 6 pﬂt‘r.l:.ﬁ odpowiedzied, a na 3 nie,

P¢A|E}=E‘§+il=in§u=ﬁ=%

b €~ na plerwsze pytanie uie potrafl odpowiedded

Student mosi odpowiedzied na pozostate dwa pytania, pray cavm na 7 potrafi od-
powhedzied s na 2 nie.

qu=ﬁ=§=ﬁ

ZADAMIA

1. Rrucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, #e wypadia
eo najmnie] raz szdstka, jedli windomo, &e:
) suma oczek, ktdre wypadly w obydwu rzutach, byla nieparzysta.
b) suma oczek. ktdre wypadly w obydwu rzutach, byla parzysta,
¢} w plerwszym reucie wypadlo wigee] ocgek niz w drugim,
d) w drugim rzucie wypadla seistka.

3, Raucamy trzy razy kostky Oblicz prawdopodobienstwo tego, e
8) suma oczek jest réwna 19, jedli w drugim rzucie wypadly 3 oczka,
b} zardwno w drugim, jak i w treecim rzucle wypadla nieparzysta lezba
oezek, jedli suma oczek w trzech rzutach byla réwna 6.

3. Z urny. w ktorej jest 6 kul bialych i 8 ezarnyeh, losujenmy kuil:f:jm: trzy
kule bez swracania. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, fe #a trzecin razem

wylosujeny:

a) kule biala, jesh plerwsze dwie wylosowane kule byly biale,
1) kulg czarng, jedli pierweze dwie wylosowane kule byly rdnego koloru,



