Temat: Prawdopodobienstwo catkowite (1 i 2).

Przyklad 1
Wydawnictwo wydrukowalo 80% nakladu pewnej ksiazki w drukarni I, a pozo-
stale 20% — w drukarni I1. Wady ma 0,1% ksigzek z drukarni I i 0,6% ksigzek
z drukarni II. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana ksiazka
jest wadliwa.

B,y Ba
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze wybrana ksiazka jest
wadliwa, przez Bj, ze pochodzi z drukarni I, a przez : A
B>, #e pochodzi z drukarni I1. Mamy wdwczas: el
A=(ANBy)U(AN By) 0

Zdarzenia (AN B1) i (AN Ba) wykluczaja sie, zatem:
P(A) = P(AN By) + P(AN By)

s P(A) = P(By) - P(A|By) + P(B;) - P(A|By)

Podstawiamy P(B;) = 0,8, P(A|B;) = 0,001, P(B2) = 0.2, P(A|B:2) = 0,006
i otrzvmujemy:

P(4) = 080,001 + 0.2 - 0,006 = 0,002

W powyzszym przykladzie mielismy By U Bs = () oraz 1@"\\' 'ﬁ@j’
BiNB: = ). Zastosowany przy tych zalozeniach wzor:

P(A) = P(By)- P(A|B1) + P(Bp) - P(A|By) T S
nosl nagwe wzoru na prawdopodobienstwo §-\. %, ,;? %
calkowite. Drzewo obok jest ilustracja Ly t—?x Lay Eg:
graficzna tego wzoru. A A A A

WZOR NA PRAWDOPODOBIENSTWO CAEKOWITE

Niech €2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadezenia. Jesh
zdarzenia: By, Ba,..., B, spelniaja nastepujace warunki:

— zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B U Bz U...U B, =),

— prawdopodobiefistwo kazdego z nich jest dodatnie,

— zdarzenia parami sie wykluczaja.
to prawdopodobienistwo dowolnego zdarzenia A C £1 opisuje wzor:
P(A)= P(B1)- P(A|B1) + P(Ba) - P(A|Bs)+ ... 4+ P(B,) - P(A|B,)




Cwiczenie 1

a) Fabryka wspdlpracuje z dwoma kooperantami dostarczajacymi sruby. Od
I kooperanta pochodzi 40% srub, od II — 60%. Wady ma 0,2% srub dostar-
czonych przez I kooperanta i 0,1% — dostarczonych przez 1. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze losowo wybrana sruba jest wadliwa.

b) Fabryka kupuje 40% potrzebnyvch czesei od kooperanta A, 35% — od ko-
operanta B i 25% — od kooperanta €. Wady ma 1% czesci dostarczonych
przez kooperanta A, 2% — dostarczonych przez kooperanta B 1 4% — dostar-

czonych przez kooperanta C'. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana
losowo czesc jest wadliwa.

Cwiczenie 1 b) A — wybrana sruba jest wa-
a) A — wybrana Sruba jest wa-  Jlwa

dliwa By — wybrana gruba pochodzi
B; — wybrana éruba pochodm od kooperanta A

od 1 kooperanta Bs — wybrana sruba pochodzi
By — wybrana sruba pochodzi  od kooperanta B

od 11 kooperanta
BiuB:=Q BinBa=0
P(A) = P(B1)- P(A|B1)+
+ P(Ba) - P(A|By) =
=04-00024+0,6-0,001 =
= 10,0014

B3 — wybrana sruba pochodz
od kooperanta C

BiUBal) Bs =11,

BinB: =0 BinBa =0
Ban Bz =,

ZADANIA

1.

P(A) = P(Bi1)- P(A|B1)+
+P(Bs) - P(A|B3) 4+ P(Bs)-
. P(A|Bs) = 0,4- 0,01+
4+0.35.002 40,25 0,04 —
— 0,021

Trzy brygady: By, B2 1 By produkuja deski do prasowania. Wsrod desek
wyprodukowanych przez brygade By jest 6% wadliwych, a wérdd wyprodu-
kowanych przez Bs 1 By — po 3%. W magazynie znajduje sie po tyle samo
desek wytworzonych przez kazda z brygad. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze losowo wybrana z magazynu deska jest wadliwa.

W hurtowni zabawek 60% gumowych dinozauréw pochodzi z fa-
bryki X. Pozostale wyprodukowano w réwnych czesciach w fa-
brykach Y i Z. Wadliwych jest 2% dinozauréw z fabryki X,
3% —z fabryki Y 1 1% — z fabryki Z.
Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze losowo wybrany dinozaur
nie ma wad.



Cztery maszyny: My, Ms, M5 i My produkuja zarowki. Maszyny: My,
M5 1 My wyprodukowaly taka samg liczbe zardwek, maszyna My — dwa
razy wiece] niz kazda z pozostalych. Maszyny M7 1 Ms produkuja po 2%
wadliwych zaréwek, a M i My — po 4%. Wszystkie wytworzone zardwki
znajduja sig w magazynie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wy-
brana z magazynu zarowka jest wadliwa, jeshi nie zostala wyprodukowana
przez maszyne My,

W pewnym miescie sa cztery zaklady fryzjer- Procent oséb, ktore

skie. lt mieszkancow korzysta z ushup zakla- ;dpnwmdzmty AR
duZi, L 222, & 273155 2 Z4. Pozostali '
mieszkaficy nie korzystaja z ustug tych zakla- 43

déw oraz nikt nie korzysta z ushug dwoch za- 72
kladéw. Mieszkanicom zadano pytanie: ,,Czy 7z

jestes zadowolony z ustug swojego fryzjera?”.

Wryniki ankiety przedstawiono na diagramie. 0% 20% 40% 60% 80%
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany mieszkaniec tego
miasta korzysta z uslug zakladu fryzjerskiego 1 jest z miego zadowolony.
W pewnej grupie, liczacej m dziewczat 1 n chlopedw, 25% dziewczat 1 60%
chlopcow interesuje sie hokejem. Prawdopodobienstwo tego, %e losowo wy-
brana osoba z te] grupy interesuje si¢ hokejem, wynosi % Oblicz stosunek
liczby dziewczat do liczby chlopciw w tej grupie.

Zbior zadan z matematyki podzielony jest na 6 rozdzialow: I, 11, 111, TV,
V., VL. Liczbe zadan w poszezegolnych rozdzialach przedstawiono na dia-
gramie A, natomiast liczbe zadan w poszezegdlnych rozdziatach, ktore na-
lezy rozwigzac, korzystajac z kalkulatora, przedstawiono na diagramie B.
Rzucamy kostka 1 wybieramy rozdzial, ktorego numer jest rowny hezhie
wyrzuconych oczek, a nastepnie losujemy jedno zadanie z tego rozdzialu.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane zadanie nalezy rozwiazac
bez uzyeia kalkulatora.

Diagram A Diagram B
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Temat: Doswiadczenia wieloetapowe (1 2).

Przyklad 1

W klagie Ila jest 15 chlopcdw i 15 dziewczat, w klasie [1Ib jest 9 chlopedw
i 21 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie szostka, to losujemy jedna
osobe z klasy I1la, w przeciwnym razie losujemy jedna osobe z klasy 111b.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana osoba bedzie dziewczyna.

Przedstawiamy na drzewie ilustracije tego dodwiadezenia.

/\%rz ut kostka

=~
w klasie I1la jest 1,2,3,4,5 w klasie IIIb jest

15 chlopcow % 5.% % 9 chlopcow
i 15 dziewczat i 21 dziewczat

c d c d

(=1}
\¢3|'—‘

gln

Zdarzeniu A polegajacemn na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie
6 oczek i wylosowanie dziewezyny z klasy [1la oraz wyrzucenie liczby oezek
mniejszej od 6 1 wylosowanie dziewezyny z klasy IIIb. Zatem:
1 15 5 21 1 7 2

P =5 % s m12t1"3
Przykiad 2
Wérdd 30 uczestnikow wycieczki jest 12 uczniéw 1 18 studentéw. Biuro
turystyczne postanowilto zwrécié polowe kosztdw wycieczki dwom losowo
wybranym osobom. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze zwrot otrzyma
przynajmniej jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoea drzewa.

12 18 ; 4
an a0 losujemy pierwsza osobe

neczen student
u 18 12 17
29 29 2 29 losujemy druga oscbe
uczen student  uczen student

Niech zdarzenie A oznacza, ze wérod wylosowanych dwoch oséb jest przy-
najmniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A’ — wérdd wylosowanych
nie ma ani jednego uecznia (na drzewie oznaczone kolorem czerwonym):

P(AY = % . % = % Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:

P(A)=1-PA)=1- 2L = 2L ~065

Przykiad 3

Dla pewnej niesymetryeznej monety prawdopodobienstwo wyrzucenia orla
wynosi p, a prawdopodobiefistwo wyrzucenia reszki — g. Oblicz p i g, jesli
prawdopodobiefistwo zdarzenia A polegajacego na wyrzuceniu co najmniej
jednej reszki przy dwukrotnym rzucie ta monetg jest

réwne %.

Rozpatrzmy zdarzenie A" polegajace na wyrzu- y {

cenin dwéch ortéw. Mamy P(A’) = p? oraz:

O R
P(A)=1-P(A)=1-5=1 ;/\; p/\a
O R (9] R

Zﬂtempzzéist%dp=§orazq:%,



Cwiczenie 1
Na loterii jest 20 losow, w tym 4 wygrvwajace (oznaczone litera W) 1 2 npraw-
niajace do dalszego losowania (oznaczone litera D). Pozostale losy sa pree-

grywajace (oznaczone literg N). Oblicz 1_23 ~ 29_“
3 - 4 b S ¥
prawdopodobiefistwo wygranej, Au e

jeshi kupimy 1 los. N W HD
14 s~ X
Na drzewie przedstawiamy ilustracje mozli- /‘ 1-1_9 ~13
wych wynikéw. Niech A oznacza wygranie na - ] =Y
tey loterit, jesh kupimy 1 los, wowczas: N W 14 D
15 4
~ @, 8.4 8. % 4 3 //‘ﬁ
PA)l=p+2n 9t 8= 0 :
N W
Cwiczenie 2

Wsrod 30 uczestnikdw wycteczki do Szezecina jest 12 uczniow 1 18 studentow.
Biuro turystyczne postanowilo zwrdcié polowe kosztow wycleczki dwom lo-
sowo wybranym osobom. Oblicz prawdopodobiefistwo tego. ze zwrot polowy
kosztow otrzyma przynajmnie] jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoca drzews.

12 ~. i3 4 :
y ~_30 losujemy pierwsza osobe

uczen student

11 18 12 17
29 29 2 \\\29 losujemy drugs osobe
uczen student  ueczen student

Niech zdarzenie A oznacza, ze wérdd wylosowanych dwach osdb jest preynaj-
mniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A’ — wirdd wylosowanych nie ma
ani jednego ucznia (na drzewie cznaczone kolorem czerwonym):
n_ 18 17 _ &1
P{A ) T30 29 145
Obliczamy prawdopodobiefistwo zdarzemia A:

51 94
P(AJZI_P(A’)ZI_;LS:M@

~ 0,65
ZADANIA

1. W urnie sa 3 kule hiale, 4 czarne 1 5 zielonych. Losujemy bez zwracania
3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wérdd wylosowanych kul:
a) nie bedzie kuli czarnej, ¢) bedzie kula czarna lub zielona,
b) nie bedzie kuli zielonej, d) bedzie przynajmniej jedna kula biala.

2. Mamy trzy urny z kulami: w urnie Uy sa 3 kule biale, w urnie Us — 3 kule
czarne, a w Uy — 3 biale 1 1 ezarna. Rzucamy dwa razy moneta: jeshh wy-
padna dwa orly, to losujemy kule z urny Uy, jesh dwie reszki — z urny Us.
W pozostalych przypadkach losujemy kule z urny [7;. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania kuli czarnej.

3. W pewnej klasie jest 10 chlopcow 1 20 dziewczat. Liczba biletow do kina,
ktore beda rozlosowane w tej klasie, jest réwna liczbie orléw otreymanych
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze biletu
nie otrzyma zaden chloplec.

4. Przypusémy, ze razem z innymi dziewiecloma osobami bierzesz udzial w lo-
sowaniu trzech ksiazek: A, B1 C. Na poczatku losuje sie jedna osobe, ktora
ma dostac ksigzke A. Nastepnie z pozostalych uczestnikow losuje sie osobe,
ktora ma dosta¢ ksiazke B, na koficu sposrod pozostalych — osobe, ktora
ma dosta¢ ksigzke C. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wylosujesz ksiazke B, b) nie wylosujesz zadnej ksigzki.



Temat: Schemat Bernoulliego.

Schemat Bernoulliego polega na wielokrotnym powtérzeniu tego samego
doswiadczenia majacego dwa mozliwe wyniki o dodatnich prawdopodo-
biefistwach. Kazde powtdrzenie dofwiadezenia nazywamy préba Bernoul-
liego (lub krotke — proba), jeden z wynikow nazywamy sukcesem, drugl —
poragka. Na przyklad, jesli proba polega na rzucie moneta, za sukees mo-
Zemy przyjac wyrzucenie orla, a za porazke — wyrzucenie reszki. Wyma-
gamy, aby préby byly niezaleine, to znaczy, by pojawienie sig¢ jakiegokol-
wiek wyniku w dowolnej probie nie miato wplywu na wyniki w nastepnych
probach.

Autorem podanego nizej wzoru jest wybitny szwajcarski matematyk Jakeb
Bernoulli (1654-1705). Jest on uznawany za jednego z tworcdw rachunku
prawdopodobienstwa.

WZOR BERNOULLIEGO

W schemacie i prob Bernoulliego prawdopodobiefistwo otrzymania k
sukcesow wyraza si¢ Wzorem:

P(S,=k)= [::] pfgr*dlak=0,1,...,n
gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukeesu w jednej probie, a g —
prawdopodobienstwo porazki (g = 1 — p).

Przykiad 1
a) Oblicz prawdopodobiefistwo otrzymania dwéch orléw w pieciokrotnym
rzucie moneta.

Pigeiokrotny rzut monets to schemat Bernoulliego, w ktérym prawdopo-
dobiefistwo sukeesu w pojedynezej prébie (wyrzucenie orla) p = %, A praw-
dopodobiefistwo porazki g = % Zatem prawdopodobiefstwo otrzymania
dwoch orlow:

5 2 3 Bl
P(Ss=2)= (2}(%} (%:‘ = 2|.r3| ‘%'%=%=O=3125

b) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze w 4 rzutach kostka szostka wy-
padnie 3 razy.

Czterokrotny rzut kostka to schemat Bernoulliego, w ktérym prawdopo-

dobiefistwo sukeesu (wyrzucenie széstki) p = %._ a prawdopodobienstwo

porazki g = %. Zatem prawdopodobiefnstwo otrzymania trzech szostek:
g gy eIy E R B o B g
P(S:=3)=(y)(3) =4 &=m = 0015

Przebieg doswiadezenia mozna tez zilustrowac za pomoea drzewa.

Zadania

4. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwdch orlow w czterckrotnym

rzucie moneta:

a) korzystajac ze wzoru Bernoulliego, b) sporzadzajac drzewo.

5. Rzuecamy szesc razy monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) czterech orléw, b} co najmniej czterech ortow.

a]PQSﬂ=2}={:,§}.(%)2.
(1) =6-L=2-0375
b) P(4)=6-1.1.1.1_

5.a) P(Ss=4) = (5 - (1)"-

() =15 F -~
== 00,2344

b) P(Ss 2 4) = P(ss—4)+PSe =5+ PE=60 =8+ -3 D'+ Q-3 - G+&+d -

= 3 = 0,34375



6. Rzucamy n razy moneta. Dla jalach wartosel n prawdopodobienstwo otrzy-
mania co najmniej jednego orla jest wicksze od:
b) 0,99,

a) 0,9,

 P(S.21)= 1-PS.=0)=1-(3) (3"

a) trzykrotnie wypadnie 6 oczek,

-

yi—

1
I

=
T

c) 0,999,

cyhinzT

d) 0,99997

= 1@

7. Rzucamy cztery razy kostka. Obhicz prawdopodobiefnstwo otrzymania:
a) dwdch szdstek,

b) co najwyzej dwéch szdstek.

8. Rzucamy pie¢ razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze:

b) co najmniej dwa razy wypadnie liczba oczek wicksza od 4.

a) P(Ss

-9=-0-®)°

5,2
(=104

LB I 003215

b) P{55>21_1—P(55{2}_1—P(55_u} P(Ss=1)=

-0 ® @ -0® 3 -1-&-%

9. Rzucamy trzy razy dwiema kostkami. Oblicz prawdopedobiefnstwo tego,

#e co najmnie] dwa razy suma oczek bedzie:

a) wieksza od 10,
_P{53=2]+P{53=3]_

a) P(S; =

_(2} E.m} ( ]"'(s) (19} (

b) P(Ss =

_P{53=2]+P{53=3]_

_(2} {:313} ( ] +(s) (35} = 2325

b) réwna 6.

= 3 = 0530

-(3)" 2
L =
am = 1DDDD
2" > 10000, czyli n > 14



