Temat: Srednia arytmetyczna.

Przyktad 1
W tabeli podano, ile punktéow zdobyli
w szescin kolejnych meeczach dwaj zawod-
nicy A1 B, grajacy w szkolnej druzynie ko-
szykowlki.

A 8 18 | 10 | 20 | 16 | 12
B | 24 | 18 4 0 0 2

Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:
3+184+10+ 20416+ 12
7 =
24 +184+44+04+0+42 3
6

14

a przez zawodnika B:

DEFINICJA

Sredniq arytmetyczna liczb: 1, xs, ..., x,; nazywamy liczbe:

o L e s R
T

S —

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotéw otrzymane przez troje
uczniow klasy Il na koniec semestriu. Oblicz srednie ocen uzyskanych przez
Basie 1 Tomka (zwrde nwage, ze Tomek nie nezy sie jezyka francuskiego).
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liczba dziewczat liceba chlopcow

Przykiad 2 % B
i
Na diagramach przedstawiono ze- g G
stawlenia ocen semestralnych z ma- 5 5
tematyki w klasie 11 (z podzialem é ;
na dziewczeta 1 chlopedw). 92 9
Srednia ocen z matematyki w gru- > | *
g E > B
pie dziewczat: 1234 ;{_CIE' = 1234 ;ccr?a
1-2+4.34+6-44+8-5+1-6 84
Ti= = D
1+44+6+8+1 0
Srednia ocen z matematyki w grupie chlopcéw:
2.14+3-34+2-44+1.54+2-6 36
T St

24+34+24142 10
Srednig ocen z matematyki dla calej klasy mozemy obliczyé¢, korzystajac z ob-
liczonych wezesniej srednich:

_ 20.m3410.F.  84+36 120

10 + 20 30 30 =4

T4 +fﬁ'

2

Zwrdc uwage, ze Ty nie jest rowne . Jak sadzisz, dlaczego?

Cwiczenie 4

a) Srednia arytmetyczna liczb: xy, x5, ..., x5 jest réwna 16, a srednia arytme-
tyczna liczb: o, ..., xg jest réwna 17. Oblicz xy.
b) Srednia arytmetyczna liczb: xy, x9, ..., 27 jest réwna 120, a srednia aryt-

metyezna liczh: @9, x4, g jest rdwna 100. Obliez srednig aryvtmetyczna liczb:

Tri1,T3,T5,T7.

a) i B o ;f---“ =17, yliza+za+... + 28 =119

+rgdrgd. .t +119 e Td L]
T1472 Isa IEi:Ilg =16, czyli z; =9

b) Titrgtrstey _ (Tideptocug)-(zategdre) _ 120.7-100-3 _ 840-300 _ 540 _ 9%
4 - 4 - 4 - 4 T

ZADANIA

1. Klub zrzeszajacy dwunastu hodowedw gotebi podal, ze kazdy z jego czlon-
kéw ma Srednio 50 golebi. Dane te okazaly sie nieaktualne, gdy jeden

z klubowiczdéw sprzedal polowe swoich golebi — ma : .
liczba ncznidw

ich teraz 36. Ile goleln przypada srednio na jednego
czlonka klubu obecnie?

2. Liczbe poszezegdlnych ocen semestralnych z geografin

w dwudziestoosobowej klasie przedstawiono na dia-

|l = R - RN o4 S =)

gramie obok. Jak nalezy uzupelnié ten diagram, aby

srednia ocen z geografii w te] klasie wynosila: 123456

a) 3,5, b) 3,25, c) 3,657 ocena



Temat: Mediana i dominanta.

Niektdore dane lepiej od sredniej arvtmetycezne] charakteryzuje wartosé srod-
kowa — mediana. W celu jej wyznaczenia porzadkujemy dane od wartosci
najmniejsze] do najwiekszej, na prayklad:

1., 2.2 . 5, 5, 6 — mediang jest liczba 2,

-3,0,0, 2,[7], 9, 11, 13, 17 — mediang jest liczba T.

Mediana nieparzystej liczby danych jest wartosé srodkowa. W przypadku pa-
rzyste] liezby danych mediang jest srednia arytmetyczna dwdch sasiednich
wartosci srodkowyeh, na przyklad:

1, 2,[3], 8], 9, 14 — mediana jest réwna 3'2‘;8 — 5 5.

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie réwnoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sa od niej mniejsze lub réwne, dane w drugiej — wieksze lub rdwne.

Cwiczenie 1
Wryznaez mediane danych liczb.

a) 1,2, 3, 100, 1000 c) 7, 7.8, 11, 20, 7
b) 6, 7, 8, 105, 1005 d) 20,8, 7,11, 7,7
a) 1, 28] 100, 1000 Mg =D b) 6, 7[8] 105, 1005 o> ¥

&) 7.7 8,11, 90, 7 »Lo.jp\'emfu treeloc- wpomqotkoua.é
dame 3+ 7|3 ;‘2 | 14, 20

_ ¥t% {5 o
Mha= A N

Kolejna wielkoscig przydatna podezas analizy danych jest dominanta — war-
tosé, ktora wystepuje wérdd danych najezesciej (dominanta bywa réwniez na-
zywana wartoscia modalng lub moda).

Na przyktad dla liczb: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6 dominanta jest liczba 2.

Jesh w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama. najwyzsza czestoseis,
to przyjmujemy, ze kazda z tych liezb jest dominanta. Jezeli natomiast wszyst-
kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 5

Sprzedawca zanotowal rozmiary butéw meskich,
ktore sprzedal pewnego dnia: 42, 44, 41, 42, 43,
42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediane

i dominante tych danych. Ktory rozmiar butéw

sprzedawal sie najlepiej?

pronrobothlq‘a.\.& dame - d= bi
41,42,42,42,42,4-4,4-4,45,45,46 NO‘;‘IGPIE‘[' m P 9‘"’:.

e W
o oW ""_g_',"'!'lb Mog sy Wl



Cwiczenie 6

Nauczyciel biologii zrobit zestawie-
nie wynikow trzech sprawdzianow
przeprowadzonych w dwudziesto-

Ocena

1

2

3

4

5

Liczba ocen | 4

10

23

2

19

osobowej klasie (tabela obok). Po kolejnym sprawdzianie dopisal do niego

nowe oceny. Wyznacz dominante 1 mediane ocen w nowym zestawieniu, jesh

7 tego sprawdzianu:

a) wszyscy uczniowie otrzymali oceng dobra,

b) polowa uczniéw otrzymala ocene bardzo dobra, a pozostali — niedosta-

teczna?

)

Ocena 1123 |4]5]|6 Ocena ] | ] [k 5|6
Liczba ocen | 4 [ 10|23 B2 | 10| 2 Liczba ocen |14 10 [ 23| 2 |29 | 2
m=b m=%

ZADANIA

)

1. W tabeli przedstawiono, ile medali zdobyli Polacy w trakeie letnich Igrzysk

Olimpijskich w latach 1992-20132.

Oblicz srednig 1 mediane zdobytych:

a) zlotych medali w tych latach,

b) wszystkich medali w tych latach.

2. Ognaczmy przez: T, M 1 D odpowiednio:

srednia arytmetycezna, mediane 1 domi-

nante zestawu liczb: 1, 2, 3, 4, e, 2, 3,

4. 4, 4. Oblicz ¢, jeshi:
a) T=D,

b) T=M.

Rok | zloto | srebro | braz
1992 3 6 10
1996 7 5 5
2000 6 5 3
2004 3 2 5
2008 [ 3 6 1
2012 2 2 6




Temat: Odchylenie standardowe.

Przyktad 1

W dwdch dziesiecioosobowych prupach studentéw przeprowadzono ten sam
egzamin oceniany w skali 0-220 punktéw. Wyniki otrzymane w grupach A
1 B przedstawiono na diagramach.

GRUPA A GRUFPA B
liczba punktow liczha punktow
220 220 -
200 200 :
180 : 180
160 160
140 5 140 e
120 = {18 120 =118
100 100
20 80
60 : 60
40 40
20 20 frees .
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 1 2 3 4 5% & T & 9. 10
osoha osoba
Wyniki w grupie A: 60, 70, 80, 82, 110, Wyniki w grupie B: 10, 20, 30, 82,
145, 145, 156, 162, 170 110, 145, 145, 206, 212, 220

Dla obydwu zestawdéw danyeh srednia aryvtmetyezna jest réwna 118, mediana
127.5, a dominanta — 145. Jednak rozproszenie wynikéw w grupie I jest

znacznie wicksze niz w grupie A. Jako miare rozproszenia danych wokdt ich

sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

DEFINICJA

Wariancjg liczb: 1,25, . .., r, nazywamy liczbe:
(21—F)? + (22—-F)2 + ... +H(zn—7)?
mn
gdzie T jest Srednig arytmetyczna liczb: z1, 29, ..., 1.

Odchyleniem standardowym liczb: xy. x9, ..., , nazywamy liczbe o okre-
glong za pomoca wzoru:

- \/(Il—f}g 4 (z2-2)? 4.4 (za—T)°

T

Uwaga. Wariancja jest réwna o i jest w ten sposéb oznaczana.
Przykiad 2

Oblicz wariancje 1 odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy grednia 1 wariancje:
44+94+114+13+13
=10
5
4-10)24(9-10)2+(11-10)2+(13-10)2+(13-10)2 56
5 5
Stad odchylenie standardowe o = /11,2 &2 3.35.

e

-

a —

—119



Klasa A Klasa B

Przyldﬂd 3 liczba ucznidw liczba ncznidw
Na diagramach przedstawiono oceny seme- 7 7
stralne z muzyki w dwdéch dwudziestooso- E 6
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- i j
sach jest réwna 4. Pokaz, ze odchylenie 3 3
standardowe ocen jest wieksze w klasie A. 2 2
1 1
Obliczajac wariancje w klasie A, wykorzy-
. : 1234586 1"23 45 6
stujemy pogrupowanie danych: ocena ocena
(2—4)2 . (3—4)2 (E—4)2 (E_AY2
2 T-24%3- (34743 (5-4)%47-(6-4)2 62

% 20 20 7
Odchylenie standardowe o4 = /3,1 ~ 1,76.
Obliczamy wariancje w klasie B:

(2—4)2 R s A ST A2 L (e_A4)\2
o307 (34T (54743 (647 38

E 20 20
Odchylenie standardowe o = /1,9 & 1.38. Zatem o4 > op.
TWIERDZENIE

Wariancja liczb: @y, 25, . . . , T, ktorych srednia arytmetyczna jest réwna T,

wyTraza sie zZa pomoca, WZoTiL
s T+ TEA4...+a
o

_ = n_ (E)Q

ZADANIA

1. Oblicz srednia arytmetyczna, wariancje 1 odchylenie standardowe danych:
a) 4, 4,4, 6, 6, 6;
b) 3,4,5,5,6,7;
c) 4,5,9,9.9 9 9 10;
d)} 2, 2,6;6,7,7, 7,8, 9.

2. Przed rozpoczeciem zawoddw
SUMO ZWazono szesciu zawod-
nikéw 1 otrzymano nastepu-
jace wyniki (w kilogramach):
170, 190, 160, 170, 180, 150.
Oblicz érednia aryvtmetyczna,
wariancje i odchylenie stan-

dardowe otrzymanych danych.
3. Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme- liczba uczniéw

stralnych z fizyki w klasie Illc.

a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen.

b) Ilu uecznidéw otrzymalo ocene rézniaca sie od sredniej

ocen o mnie] niz odchylenie standardowe?

= b G e O S =] OO

c) It ueznidw otrzymalo ocene mieszezgca sie w prze- 123466
b}
dziale (T — 20;T + 20)7 ocena



Temat: Srednia wazona.

Przyklad 1
Podczas egzaminu z jezyka obcego wypowledi studenta oceniano w dwoch
kategoriach: 1 — ocena za umiejetnoéé komunikacji, 2 — ocena za poprawnosc
gramatyczng. Ostateczna ocene z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:

3xy + T2

3+1

W ten sposéb zwickszono znaczenie (wage) oceny za umiejetnosé komunikacji
w stosunku do oceny za poprawnosc¢ gramatyezna. W tabeli podano oceny,
ktore otrzymali Marek 1 Tomek.

3ry + = =
Ty I e Oecena z egzaminu
Marek i 2 3'&:'1"'2 = % 5.0
Tomek 3 5 s 3.5

W powyzszym przykladzie obliczylismy srednia wazona.
DEFINICJA

gredm'q wazong liczb: xy.x9....,2, 2 odpowiadajacymi im wagami:
fi1,n3,....ng, bedacymi liczbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
_ mE + NoXo + ... + N

w
My +fg+ ...+ Ng
L -
Hropidad 2 Liczba: x; 2 [7]9
Oblicz srednig aryvtmetyczna liczb: 2, 2, 2,
2,2,92,22229227777"%79,9,9. |Weegamn ) 12153
(liczba wystapien)

Dane z tabeli podstawiamy do wzoru:
n1$1+n2$2+n3$3 12'2+:'"JT+3‘9 26
] 4+ Na +Na a 20 20

Zauwaz, ze tak obliczona srednia wazona wyjsciowego zestawu danych jest ich
érednig arvtmetyczna.
ZADANIA

1. Oblicz srednia wazona liczb z podanymi wagami.

) [Liezba | 11 [ 12 | 13 b) [Liczba | 3 [ 5 | 8 | 11
Waga | 0,103 06 Waga |08]0.1]04]03

2. W teleturnieju, aby méc wygrac wycieczke do Torunia, trzeba wziad udzial
w czterech konkurencjach ocemanych w skali od 0 do 10 punktéw. W tabeli
podano, ile punktéw zdobyl kazdy z trzech zawodnikdéw, ktdrzy przeszli
do finalu. Ostateczny wynik jest srednia wazona. Ktory zawodnik wygral
teleturniej?

I 1T I | IV
waga | waga | waga | waga
02|08 |04 ]| 06

Adam | 10 & 8 7
Marek | 5 8 G 7
Piotr 9 4 10 B




Temat: Potega o wyktadniku wymiernym.

DEFINICJA

Dla dowolnej liczby a = 0 i liczby naturalnej n =

1 przyjmujemy:

av = a
Przyklad 1
Oblicz.
a) 49% — /A9 =7 b) 1251 = Y125 =5
DEFINICJA

2) ()"

Dla dowolnej liczby a = [, liceby naturalne} n >
prevjmujeny:

1 i liczby calkowitej m

a% = (¥Ya)"
Przyfldad 2 Dlaab>0iz,ycW:
Oblicz. T oy Ty
a0 t=d=1 b)si=(V5)=22=4 L
2. =gty
a¥
3 (a5 =¥
4, a*:b* = (ab)*
_ EI _ a T
5 =)
Cwiczenie 2
Oblicz.
a)8f o) 8115 o) 1257 g (1)72°
bt gt on @& ow@)?
-y . L (05 oghs A
2 98 =(2 =7 20" = ke &) 12573 %] * -57= 2
2 3
Ly

) 1% () =1= 3
O‘) 84#.5 '5(9")4'5
) yF - () -

ZADANIA

-3 A

T
AL

1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.

a) o7 b) V72 ¢) 9= d) o= e) 7T-v7T
2. Zapisz liczbe w postact a®, gdzie a € N, x € W.

a) v/5% b) ¥3:¥3 ) 28.43.8%  q)3t.12%:.8
3. Oblicz

a) 9% c) 8% e) 33.27-1 ) 100000-2

b) 125% d) 27-% f) 22.8% h) 810125
4. Oblicz

a) 0,047 c) 0,0273 e) 0,0625-% g) 0,008% - 125

b) 0,163 d) 0,0016-%  f) 0,00032% h) 0,0256% . (¥10)"



Temat: Potega o wyktadniku rzeczywistym.

Potrafimy okreslic wartosé liczbowa potegi a®, gdy wykladnik x jest liczba
naturalna, calkowita lub wymierna. na przykiad dlaa = 3:
32-=9 30 =1 33 =3
= § ]

Pokazemy na przykiadach, jak mozna okreslié wartoéé liczbowa potegi a®,
gdy x jest liczba nlewymierna (w celu sformulowania Scislej definicji wykorzy-
stuje si¢ pojecie granicy ciagu).

Przykiad 1
Podaj kilka przyblizen dziesietnych Hezby 3v2.
V2 = 1.414213562 . .., zatem rozpatrujemy kolejno:

Podane w tabeli przybliZenia mozemy obli-
ald i EEES : -
3 ~ 4.655536722 czye, korzystajac z kalkulatora lub komputera.
gl == 4.706965002
B == 4, 727695035

Podstawiajac w wykladniku coraz dokladniej-
- swi prrvbliseite Berbiv w3 ot e
q1.414213562 | . 4 7988011356 sZe ;}I.f.ﬂ]_]f.smte ilt.".b:'\_ V2, u_rr.:fm%\t_]érru COTAZ
dokladniejsze przyblizenie liezby 3V=.

Zauwazmy, ze gdy wykladnik x .zbliza sie” do V2, to 37 zblizasie” do pewnej
liczby rzeczywistej, ktora oznaczamy 3vZ,

Korzystajac z kalkulatora, mozemy obliczyé wartosc 3V2 4, 72880438784,
Przykiad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liezby 5V,

L4 == 0,518269694
FhALE ~ 9,738305174
5LAN3562 | g 73R517736 Podstawiajac w wykladniku coraz dokladniej-
sze przyblizenie liczby /2, otrzymujemy coraz
. dokladniejsze przyblizenie liczby 5¥-.
5v2 2 9,738517742
Przyklad 3
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27.
23.14 == 8,815240027
93,14159 =z 8.824061505
EO0GE Podstawiajac w wylkladniku coraz dokladniej-
3,14159265 s Led =4 14 " '}
2 ~ 8,824977805 sze przyblizenie liczby w, otrzymujemy coraz
: dokladniejsze przyblizenie licgby 27.
TWIERDZENIE

Dla dowolnych liczb a.b € R, i dowolnych .y € R prawdziwe sa wzory:

1. a®-a¥=a"t¥ 4. a®b% = (ab)®
a” a® ay=
— o o= e e L

La 5 e _(b)




Cwiczenie 4

Oblicz.
s of : p= ViI+1 P 3 9v3+6
a) (5¥9) o) (5V%) ) W2.49F  g)
= 2T = =y VTHVE = /3 ]
b) (37) ) (27 [) ovF.3t-nE  p) 8T 2V
YE

RGO N SRREEAR £
o (5@,4)5544 :5(6‘“(6*4)553'4-5”5&5‘

o&) (‘z’ﬁ-fﬁ)@tﬁ- ,,02}&-@}(@*6:\ :2?‘1325‘5&2’

—'{-—_2-'- a2 1.“@ 1 11 2 =42 o
@) 47 HQTE = () Ty

ZADANIA

1. Zapisz liczbe w postacl potegl o podstawie 3.

= T3
a) 3t.31-v2 c) (3»’7-»’?)” ! e) 6V7:2V7

= 13 T ™
b) 3% : 312 q (37) 7 f) (V3)"-(v3)

2. Oblicz.

a) ik V27, ﬁu-"'f—1 c) 23\.-'§+3 LR vE e) ﬁwﬁ .91~ V3 El-vﬁ
b) 5743 : 5= d) 4v3+2 ; 92V3 f) 227+6.g05w . 197

3. Przedstaw liczbg w postaci a™, gdzie a jest liczba naturalna.

a) 272, 43 c) 9% . 271 e) L.gm+3 ;812m
b) 2¥3. V2 d) 27- (Sﬁ) £) 7-2VZ: 497+V2

4. Sprawdz, czy liczba g nalezy do przedzialu (3; 6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.

/2 _
a) g=4v%1:1 c) g=6Y3; (@"5)” 2V* = 3,32199709
! 3V7 = 6.70409185

6v? = 222739634




